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Con lo que respecta a la Sociedad el inicio de 2019 ha venido marcado por la asamblea general de socios, que se
celebro el 10 de enero. En ella, como ya anunciamos, se debia producir un cambio de junta directiva. Y asi fue..., aun-

que no hubo un cambio completo.

De la junta anterior, dejaron sus puestos Alberto Elduque, M.* Angeles Esteban, Salvador Renieblas, Josep Rochera,
Julio Sancho y Jos¢ Maria Sorando. Como presidente ha sido un auténtico lujo poder contar con su colaboracion.

Gracias a su trabajo pudimos, en su momento, reflotar la SAPM vy, después, hacerla navegar cada vez con m4s brio.
Por supuesto, seguimos contando con ellos.

Nos mantenemos en la nueva junta Ricardo Alonso, M.? Angeles Arroyo, Mario Escario y el firmante. Cuando vimos
claro que no iba a haber una candidatura totalmente nueva, nos planteamos realizar una transicién suave. Se trataba

de renovar la junta pero manteniendo una cierta continuidad. De esa forma, nos parecia que seria m4s fdcil convencer
a algunas personas para que se sumaran a la causa.

Hemos tenido suerte y han pasado a formar parte de la nueva junta Pablo Beltran, Julio Bernués, Esther Garcia,

Maider Goiii, Pedro Latorre, José Maria Mufioz y José Miguel Rubio. De entrada, bajamos la media de edad de la
junta, pero el nivel de sus miembros se mantiene muy alto.

De los cargos con nombre especifico Maider ocupa la tesoreria, Pedro la secretaria, M.» Angeles es la vicepresidenta y yo

sigo como presidente. Al igual que la anterior junta, esta cojea en la presidencia. Por mi parte, va a ser el tercer mandato
consecutivo, y agradezco a los compafieros su paciencia.

No cabe ninguna duda que cuando esta nueva junta se asiente se planteard nuevos retos con los que conseguir que
la Sociedad siga creciendo en socios y actividad.

De momento, este curso mantenemos las actividades ya consolidadas. Los dias 22 y 23 de febrero se celebra nuestra
11 JEMA, ya se ha hecho la inscripcion de centros en la XXVIII OMA, el VI Concurso de Radionovelas Matemdti-

cas estd en marcha, en breve, se abrira la inscripcion en los concursos IV Torneo de Tangram y III Concurso de Figuras
Imposibles, y ya estan en marcha las semanas matematicas en los centros del programa Conexion Matematica.

DANIEL SIERRA Ruiz
Presidente de la SAPM
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Cronica del seminario
Experiencias de aula
con Geogebra

por

ANTONIO M. OLLER MARCEN
(Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza)

Entre los dias 14 y 16 del pasado diciembre tuvo lugar en el Centro Internacional de Encuentros Matematicos

(CIEM) de Castro Urdiales el seminario Experiencias de aula
con GeoGebra. Se trata del cuarto de una serie de seminarios
organizados conjuntamente por la Federacion Espanola de

Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) y por el | .

Instituto Geogebra de Cantabria (IGC) y se centro en la di-
fusion de ejemplos y en el andlisis y debate de las experien-
cias de aula mas interesantes que se estan llevando a cabo
en Espafia utilizando el software GeoGebra.

La actividad conté con la participacion de 34 represen-
tantes de distintas sociedades de profesores e institutos Geo-
Gebra tanto a nivel nacional (con participantes provenientes
de Andalucia, Aragon, Asturias, Cantabria, Castilla la Man-
cha, Castilla y Leon, Cataluiia, Comunidad Valenciana, Ex-
tremadura, Galicia y Navarra) e internacional (con
aportaciones de México y Portugal).

Desde el punto de vista cientifico, el seminario se estruc-
turd en torno a cuatro sesiones, cada una de ellas centrada
en un bloque de contenido del curriculo. Asi, la primera se-
sién se dedicé a Nameros y Algebra, la segunda a Geome-
tria, la tercera a Funciones y la cuarta a Estadistica y
Probabilidad. Cada una de estas sesiones constaba de dos
conferencias de 45 minutos cada una seguidas de un debate.
Ademas, se presentaron en varias sesiones paralelas un total
de 15 ponencias breves de 20 minutos cada una. Final-
mente, el seminario se cerré con una conferencia de clau-
sura y con una sesion de debate que se dedico a la
presentacion de conclusiones, valoraciones y propuestas. A
continuaciéon vamos a describir y comentar brevemente las
conferencias de cada uno de los cuatro bloques. Por cues-
tiones de espacio, no podemos profundizar en los conteni-
dos de cada una de las conferencias. El lector interesado
puede encontrar las presentaciones y otros materiales adi-
cionales en la web de seminario <http://rrrgeogebra.tk/>.

=

Figura 1. Foto de familia de los participantes. Cortesia de
la organizaciéon

Figura 2. Agustin Carrillo y Tomas Recio
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Nameros y Algebra

En este bloque se presentaron dos conferencias: Programa de Creacion de Recursos Educativos Abiertos (CREA) de Mate-
madticas basados en GeoGebra 'y GeoGebra en un dmbito STEM: visualizacién algebraica en espacios naturales.

La primera de estas conferencias, a cargo de Javier Cayetano Rodriguez y José Pedro Martin Lorenzo, se dedico
a presentar el proyecto CREA (crea.cducarex.cs) puesto en marcha durante el curso 2017-2018 por la Junta de
Extremadura. Dentro del area de Matematicas este proyecto consistio en la creacion de unidades didacticas basadas
principalmente en construcciones con GeoGebra. En la primera parte de la ponencia, Javier Cayetano describio
la estructura y las caracteristicas generales de los recursos diseniados (interactivos, autoevaluables, multinivel, etc.).
Por su parte, José Pedro Martin describio la aplicacion efectiva de algunos de los recursos disenados, en concreto
el relacionado con la divisibilidad, con un grupo «dificil» de 12 alumnos de 1.° de ESO en un pequeno instituto
del pueblo cacerefio de Torrejoncillo.

La segunda conferencia, impartida por Martha Ivon Cardenas Dominguez, presenté un proyecto STEM rea-
lizado por alumnos de 2.” de ESO en el Instituto Sant Pol de Mar titulado Diseiiemos espacios verdes. El uso de Geo-
Gebra en este proyecto entra en juego en la denominada fase de exploracién y se utiliza para abordar tareas
relacionadas con la modelizacion y la visualizacion 3D. Cabe destacar que los alumnos hicieron uso de la realidad
aumentada (AR) en algunos de sus modelos creados.

Las dos conferencias nombradas presentaron el uso de GeoGebra en dos contextos diferentes. En el caso de
Sant Pol de Mar se trata de un centro que habitualmente trabaja por proyectos con metodologias muy activas. En
esta situacion, GeoGebra es una herramienta mas usada por los alumnos al desarrollar sus proyectos. Por su parte,
en el centro de Torrejoncillo el uso de GeoGebra se inserta en una metodologia docente mas tradicional, actuando
como elemento motivador y como sustituto de la pizarra o el libro de texto. Ambos centros, no obstante, comparten
el disponer de una dotacion tecnologica actualizada y un profesorado interesado en su uso.

Geometria

En este bloque se presentaron dos conferencias: GeoGebra: un doble papel en Educacion Primaria y Nimero Py, fractales y
ctpulas geodésicas para el aula desde GeoGebra.

La primera conferencia fue impartida por Maria Elena Segade Pampin y Maria Cristina Naya Riveiro, ambas
docentes en el Grado en Educacion Primaria de la Universidad de La Corufia. Se presentaron ejemplos en los
que GeoGebra es utilizado para llevar a cabo actividades de formacion con los futuros maestros tanto desde el
punto de vista matematico como didactico. De este modo se puso de manifiesto el doble uso, para la docencia y
para la investigacion, que se puede hacer de GeoGebra en el ambito de la formacién de profesorado.

La segunda conferencia corri6 a cargo de Débora Pereiro Carbajo. En ella se presentaron varias experiencias
concretas llevadas a cabo en el IES Escolas Proval de Nigran (Pontevedra). Se trata de varias actividades de tematica
variada que pretendian lograr, ademas de la formacion, la implicacion de los estudiantes. Para enfatizar este hecho
la conferenciante estuvo acompafiada de una de sus alumnas «destacadas» que, incluso, nos comenté personal-
mente y de primera mano su vision sobre las actividades realizadas. Es interesante sefalar que en las experiencias
presentadas GeoGebra se combinaba siempre con el uso de materiales manipulativos. En el caso de las cupulas
geodésicas, por ejemplo, se simulaban y visualizaban con GeoGebra pero, adicionalmente, se construyeron de
forma real en un taller de arquitectura y geometria aplicada.

Estas dos conferencias, ademas de ilustrar los variados niveles en los que puede utilizarse GeoGebra, permiten
observar que su uso puede encajar tanto en el disefio sistematico de actividades de formacion o investigacion edu-
cativa, como en la realizaciéon de experiencias de caracter mas ladico.

Funciones

En este bloque se presentaron dos conferencias: Funciones: mds alld del libro de texto y GeoGebra como recurso para el estudio
de las familias de funciones.

Loy
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La primera conferencia fue pronunciada por Rubén Jiménez Jiménez. En ella se hizo un repaso a la presencia
de las funciones en el curriculo castellanoleonés, en especial a los contenidos y estandares de aprendizaje evaluables,
para después presentar experiencias de aula concretas. Concretamente, se mostraron gran cantidad de applets
pensados para que el «usuario final» pueda incorporarlos directamente a su practica docente de manera simple y
sencilla. Ademas, se mostraron ejemplos en los que GeoGebra se integra con otras herramientas como Exelearning
o Moodle.

La segunda conferencia, impartida por Maria Teresa Navarro Moncho y Onofre Monzo6 del Olmo, se dedico
a presentar algunas de las actividades relacionadas con la modelizaciéon matematica llevadas a cabo dentro de un
grupo de investigacion en la Universidad de Valencia. Uno de los aspectos mas interesantes del trabajo presentado
es el uso de datos reales (adquiridos por los propios alumnos). También cabe destacar la integracion de GeoGebra
con otras herramientas tecnologicas y la importancia dada a la manipulacion concreta antes del uso de GeoGe-
bra.

En estas dos conferencias, ademas de elementos ya aparecidos y comentados anteriormente, se puso de mani-
fiesto la posibilidad y facilidad de integrar GeoGebra con otro software a multiples niveles. Tanto desde el punto
de vista educativo (con Exelearning, Moodle, etc.) como desde el punto de vista de su uso con herramientas de re-
cogida de datos, grabacion de video, realidad aumentada, etc.

Estadistica y Probabilidad

En este cuarto y tltimo bloque, las conferencias se titularon Estadistica y probabilidad y Actividades de Estadistica y Pro-
babilidad con GeoGebra.

En la primera conferencia, leida por Antonio Gamez Mellado, se presentaron diversas actividades y experiencias
de aula llevadas a cabo en la asignatura de Estadistica del Grado en Ingenieria en Disefio Industrial y Desarrollo
de Producto de la Universidad de Cadiz. Se mostraron diversos objetos de aprendizaje (learning objects) disenados
bajo las siguientes caracteristicas: interoperabilidad, adaptabilidad, accesibilidad, reusabilidad, durabilidad y gra-
nularidad.

La segunda conferencia, que fue impartida por Rafael Pérez Laserna, también se dedico a presentar una serie
de actividades para alumnos pero en este caso de ESO y Bachillerato. El conferenciante puso de manifiesto que
el uso de GeoGebra en este contexto, ademas de para captar la atencion de los alumnos, sirve para centrar el
discurso del docente en las explicaciones e interpretaciones de resultados por encima de los meros calculos nu-
méricos.

En estas dos conferencias se puso de manifiesto que GeoGebra puede utilizarse también en este bloque del cu-
rriculo que, en ocasiones, queda parcialmente olvidado. Ademas, resulté interesante ver como GeoGebra puede
ser utilizado a nivel universitario, mas alla de la formacion de profesorado, para tratar conceptos matematicos
complejos.

Algunas ponencias breves

Como ya hemos sefialado, ademas de las 8 conferencias anteriores, el programa incluia 15 ponencias breves de-
sarrolladas en sesiones paralelas. Dado que este cronista carece del don de la ubicuidad, s6lo vamos a comentar
brevemente aquellas a las que pudo asistir personalmente y que le parecieron especialmente interesantes. Nueva-
mente en la web del seminario se dispone de informacién detallada sobre todas las ponencias presentadas.

La primera ponencia que vamos a comentar se titula ;1" si hubiesen dejado GeoGebra en las Oposiciones 2018? y su
autor es Claudio Martinez Gil, profesor en el IES Alhama de Corella. Como indica el titulo, se presento la reso-
lucion de 4 problemas de las pasadas oposiciones de Secundaria. En el siguiente enlace <https://
www.geogebra.org/m/FvOyGSNT> se puede ver un libro GeoGebra con las resoluciones de 40 problemas de
las oposiciones de diferentes comunidades autonomas. Es interesante plantearse la reflexion de si en algin futuro
mas o0 menos cercano sera posible que los problemas de oposicion puedan abordarse de forma oficial con herra-
mientas tecnologicas.

sy
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Otra ponencia que merece la pena destacar corri6 a cargo de Emilio Seoane de la Losa. El titulo de la misma,
GeoGebra en Infantil y Primaria ya pone de manifiesto su tematica. En la ponencia se mostraron ejemplos de actividades
para alumnos de Infantil y Primaria que hacen uso de puzles y fotografias (especialmente de autores cantabros)
con las que se trabajan aspectos como como la psicomotricidad, la educacion vial o el calculo mental. En los videos
que se pudieron ver durante la ponencia se pudo apreciar que los nifos disfrutaban mucho de las actividades, im-
plicandose en ellas y participando muy activamente.

Finalmente, por su caracter novedoso destacamos la ponencia de José Luis Munoz Casado titulada Realidad au-
mentada con GeoGebra. En el enlace<https://www.geogebra.org/m/kewfax5a> se pueden encontrar materiales re-
lacionados con la ponencia en la que se mostraron interesantes ejemplos del uso de GeoGebra en contextos de
realidad aumentada. Desafortunadamente, esta herramienta solo esta disponible de forma «facil» para iOS. Los
usuarios de Android tenemos que trabajar un poco mas (ver informacion en el enlace anterior). En cualquier caso,
parece claro que estas herramientas abren un nuevo mundo de posibilidades al uso de GeoGebra.

Figura 3. Realidad aumentada y GeoGebra.
Cortesia de José Luis Mufioz Casado

Conferencia de clausura

La conferencia de clausura se tituld Proyectos atractwos en £SOy corrié a cargo de Rafael Losada Liste. El profesor
Losada es uno de los pocos espaioles certificado oficialmente como International GeoGebra Institute Trainer (formador
de formadores en GeoGebra), participa en el proyecto InterGeo, es miembro del grupo G4D vy fue coautor del
Proyecto Gauss.

En su intervencion, Losada presentd numerosos ejemplos de posibles proyectos a realizar con alumnos en el
aula. Los proyectos se agruparon, segun su distinto grado de dificultad, en proyectos de disenos, proyectos de mo-
delos y proyectos de robots.

Los proyectos de disenos variaban desde la reproducciéon por parte de los alumnos de disenos estaticos ya
creados (la bandera de Corea del Sur, por ejemplo) o la recreaciéon de escenarios matematicos en 2D (teorema de
Pitagoras)y 3D (esferas de Dandelin), hasta la utilizaciéon de GeoGebra para crear un grafico vectorial de su firma
(utilizando splines, por ejemplo).

Los disefios de modelos, como su nombre indica, involucran la modelizacién geométrica de objetos cotidianos
(utilizando las posibilidades de la realidad aumentada) o de la naturaleza (conchas de moluscos, por ejemplo) y la
modelizacion de problemas cotidianos o de la fisica. En este tipo de situaciones puede resultar formativo abordar
la deconstruccion de escenarios complejos para analizar el procedimiento de construccion de los mismos.

Loy
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Finalmente, el conferenciante presenté una serie de pro-
yectos que ¢l denomina «de robots» y que involucran, en
cierto modo, el uso de sistemas dindmicos ya sea para buscar
puntos de equilibrio o para explorar dinamicamente ciertas
situaciones. De este modo se puede abordar, por ejemplo una
«demostracion dinamica» del reciproco del teorema de Pita-
goras seguin un esquema como el siguiente:

— Partimos de un segmento AB=c¢.

— Se toma un punto P arbitrario llamando PA=ay PB=
b. Calculamos D= |a*+ b*—¢*|.

— Se mueve el punto P una «distancia pequena» hacia el
«norte», «sur», «este» y «oeste» (se mejora el proceso
si se consideran 8 o mas direcciones en cada paso). Para
cada uno de los cuatro puntos obtenidos se recalcula
D.

— El punto que tenga el menor valor de D de los cinco anteriores es el nuevo punto P.

— Repetir el proceso.

Figura 4. Rafael Losada

De este modo el punto P original se va moviendo de forma automatica hasta alcanzar una posiciéon en la que
D=0y enla que se comprueba que el triangulo ABP es rectangulo en P.

Algunos comentarios finales

Tanto durante los debates posteriores a las conferencias de cada uno de los bloques, como en la sesiéon que sigui6
a la conferencia de clausura se produjeron diversas y enriquecedoras conversaciones. A continuacion, se detallan
asistematicamente algunos comentarios y reflexiones de este cronista:

— Actualmente el uso de GeoGebra va mucho mas alla de la geometria, pudiendo utilizarse practicamente en
cualquiera de los bloques del curriculo de forma significativa.

— No es necesario ser un experto en el uso del software para incluirlo en la practica docente. El hecho de la
«socializacion» de GeoGebra a través de geogebra.org permite el acceso a multitud de recursos ya creados
y testados que se pueden utilizar libremente. En este sentido, no hay problema en utilizar materiales creados
por otros, con las referencias debidas, claro esta.

— No obstante lo anterior, la bisqueda sistematica de recursos en la plataforma geogebra.org es complicada
por la ausencia de un sistema de indizacion, palabras clave, etc. En ese sentido, algunos expertos sefialan
que ya se esta trabajando en ese tema.

— También resulta destacable la versatilidad de GeoGebra en cuanto a los niveles educativos en los que puede
utilizarse: desde infantil a universidad y en formacién de profesorado y no solo para labores docentes, sino
también de investigacion educativa.

— Como nota negativa, queda la sensacion de que el numero de usuarios activos de GeoGebra entre el profe-
sorado esta estancado, asi como una cierta percepcion de que es dificil conseguir que ciertos perfiles docentes
se inicien en el mismo. A este respecto, Tomas Recio sefial6 que quizas la realizaciéon de estudios «a gran es-
cala» que puedan quizas mostrar de manera indudable las ventajas del uso de GeoGebra pudieran contribuir
a ganar usuarios.

Para concluir, quién suscribe desea agradecer a la SAPM «Pedro Sanchez Ciruelo» la posibilidad de asistir a
este seminario y aprovecha la ocasion para animar a los lectores de este boletin, si es que no lo hacen ya, a que di-
sefien sus propias actividades utilizando GeoGebra, a que las pongan a prueba con sus alumnos y a que las com-
partan con sus colegas tanto informalmente dentro de sus departamentos, como de manera formal en seminarios,

JAEM, JEMA, etc.
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Raices y cuadrados

RICARDO ALONSO LIARTE

(IES Salvador Victoria, Monreal del Campo)

El célculo de la raiz cuadrada de un niimero no representa mayor problema teniendo una calculadora a mano.
Es una tarea que se realiza en las aulas de forma mas o menos habitual en la resolucién de ejercicios y problemas.
No es tan cotidiano, sin embargo, interpretar y utilizar la raiz cuadrada con sentido geométrico, mas alla de al-
gunos casos sencillos. Por ejemplo, raiz de dos representa la diagonal de un cuadrado de lado 1, la proporcion
en la que se basa la norma DIN. Raiz de 3 es el doble de la altura de un triangulo equilatero de lado 1. Raiz de

5 tiene que ver con el pentagono regular (y es el titulo de
un programa de radio)... No todos los radicales ofrecen
una interpretaciéon geométrica notable, pero todos ellos
se pueden representar a través de un segmento de una
forma exacta.

Para ello, sobre la recta numérica, se construye un
cuadrado de altura 1 y base 1, cuya diagonal, raiz de 2,
transportada sobre la recta, servira de base para cons-
truir otro rectangulo de altura 1 y de diagonal raiz de 3.
La repeticiéon del procedimiento ofrece un método re-
cursivo para ir representando geométricamente sobre la

recta las raices cuadradas de los nimeros naturales (figura 1).
Otra disposicion de los segmentos ofrece una visualizacién mas
llamativa: la espiral de Teodoro. Para obtenerla, partiendo de un
triangulo rectangulo de catetos 1, la hipotenusa se convierte en la
base del siguiente triangulo rectangulo con altura la unidad, y se

repite el proceso (figura 2).

Una actividad que da un poco de color al cuaderno del alum-
nado y ofrece la posibilidad de desarrollar la creatividad artistica
consiste en proponer decorar la espiral, contextualizarla, hacer
que forme parte de un dibujo. Y hay muchas posibilidades... (fi-

gura 3)

Figura 3
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Este método ofrece una vision geométrica de la raiz cuadrada
de los primeros niimeros naturales, pero resulta poco eficaz para
hallar el segmento que representa la de un nimero cualquiera.
La obtencion de su raiz cuadrada requiere apoyarse en la del nt-
mero anterior, con lo cual el proceso es laborioso y demasiado
largo para nimeros grandes.

Existen otros procedimientos para hallar la raiz cuadrada de
un numero 7, que mejoran claramente lo anterior. Uno de ellos /7
es el siguiente (figura 4): p

Se dibuja el segmento de longitud n (4B) y se senala el punto AD? = <1 + ”;1>2, (”;1)2
(' a una distancia de una unidad de 4. Se traza una semicircun-
ferencia que tenga por diametro el segmento CB, de longitud n—1.

Desde el extremo A del segmento original se traza la recta tan-
gente a la semicircunferencia en D. El segmento AD representa la raiz cuadrada de 7.

Pero hay mas posibilidades. A continuacién se muestran dos en los que la aplicacion de los teoremas del cateto

y de la altura justifican las construcciones (figura 5):

Figura 4

3.1623

n=10 n=10
Teorema de la altura Teorema del cateto

Figura 5

Al segmento de longitud n (AC), se le aiade otro de longitud 1 (CE). La perpendicular a dichos segmentos por
C corta en G a la semicircunferencia que tiene por diametro AE. La aplicacion del teorema de la altura para un
triangulo rectangulo (y AGE lo es), demuestra que el cuadrado del segmento GC es el producto de AC'y CE, es
decir, n. Luego el segmento GC es la raiz cuadrada de n.

Otra manera de resolverlo consiste en aplicar el teorema del cateto a la construccion que parte del segmento
de longitud n, BD, al que se sustrae un segmento de longitud 1 (FD). El cuadrado de D equivale a n, y por tanto
HD representa la raiz cuadrada de 7.

Es decir, lo que se consigue con cualquiera de estos procedimientos es el lado de un cuadrado cuya area coincide
con la de un rectangulo de lados 1 y n. St en lugar de utilizar un segmento de longitud 1, se usa uno de otra
longitud, el procedimiento ofrece un método para cuadrar un rectangulo de lados cualesquiera. Estos resultados
aparecen en Los Elementos' de Euclides, como procedimiento para obtener la media proporcional de dos nimeros.
De la misma manera, hallar la media geométrica de dos nimeros es equivalente a calcular la raiz cuadrada del
producto de dichos ntimeros y el significado geométrico es el mismo, la cuadratura del rectangulo que tiene por
lados los nimeros dados.
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Raices y cuadrados

El problema de la cuadratura de un rectangulo fue abordado por las ma-
tematicas hindus. Los Salbasutras®, textos que recogen procedimientos geomé-
tricos de construccion, exponen métodos para hacerlo. El siguiente esta
recogido en Gheverghese (1996:315-316), como el resultado del Sulbasutra
de Baudhayana (entre el siglo vy 11 a. C.) (figura 6).

Partiendo de un rectangulo ABCD, y llevando el lado pequeno sobre el
grande, se obtenien el punto F. Por el punto medio de CF (G) se traza una
perpendicular al segmento. Por el punto /, obtenido al prolongar el segmento
AB con otro igual al valor de FG, se traza una perpendicular a 4B que inter-
seca en L con la perpendicular del paso anterior. Con ayuda del compas se
obtiene el punto 7 tal que A f=HL. Trazando una perpendicular por 7 al lado
AC se consigue el punto A que determina el lado del cuadrado buscado: HK.

El teorema de Pitagoras sobre el triangulo rectangulo K permite justifi-
car la construccion,

HE?=Hj* KJ*=AH?BH?=(AH+ BH) -(AH~ BH)=AC -AB

Si se analizan ambas construcciones, la griega y la hindd, se puede ver que
existe una relacion entre ellas que permite construir el segmento de la misma

RICARDO ALONSO LIARTE
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Figura 6

manera. Si el rectangulo tiene lados de longitudes a y b, los dos métodos construyen un segmento de longitud la

semisuma de los lados, que luego se convierte en el radio de la semicircunferencia que es hipotenusa del triangulo

rectangulo, uno de cuyos catetos es la semidiferencia y el otro el segmento buscado (figura 7).

¢Y como encaja Japon en todo esto?

Japén comenzo el periodo Edo en el siglo XVII con una etapa de paz y aislamiento frente a Occidente. Este pe-
riodo de paz propici6 el resurgimiento de las artes y la cultura japonesa. Y fue en ese momento cuando comenzaron

a aparecer en los templos y santuarios tablillas con contenidos matematicos, los sangakus, una mezcla de ofrenda,

reto y arte. Se conservan en torno a las 800 tablillas.

Un resultado clasico de las matematicas de la época Edo nos conduce de nuevo a la cuadratura de un rectangulo.

Esta recogido en una tablilla datada en 1820. Se consideran dos circulos de radios r y R, tangentes entre ellos.

b—a

b+a

b

Figura 7
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Hay que probar que la distancia entre los puntos de contacto de estos circulos con una tangente comun a ellos, es

igual a Ry (figura 8).

AB’= 4Rr

A B

Figura 8

En definitiva es lo mismo que cuadrar el rectangulo que tiene por lados los diametros de los dos circulos, 2r y
2R. Una construccion grafica como la que hay en este aplet de Geogebra, lo visualiza y la aplicacion del teorema
de Pitagoras al triangulo, lo demuestra algebraicamente.

Otro ejemplo de cuadratura lo encontramos en el siguiente sangaku, datado en 1881. Algunos de estos proble-
mas se repiten y son encontrados en diferentes tablillas, atribuidos a diferentes autores. La comprobacion geomé-
trica de que es cierta la relacion se puede visualizar en este enlace (figura 9).

2
rl:4’l“2 T3

Figura 9

La cuadratura de un rectangulo, aparte de su sentido practico, tiene un indudable aspecto estético a considerar,
como se ha visto en estos ejemplos.

Referencias bibliograficas

BOYER, C. (2013), Historia de la matemdtica, Alianza Editorial, Madrid.
GHEVERGHESE, J. (1996), La cresta del pavo real. Las matemdticas y sus raices no europeas, Piramide, Madrid,.
HUVENT, G. (2008), Sangaku. Le mystére des énigmes géometriques japonais, Dunod, Paris.

1 Proposicion 14 del Libro Il. Proposiciéon 35 del Libro Ill. Proposicion 13 del Libro VI. Versiéon interactiva de Los Elementos:
<https://www.c82.net/euclid/>.

2 Sulbasutras o «reglas de la cuerda». Sulba es una palabra que se refiere a las cuerdas utilizadas para realizar mediciones, y sutra significa
un libro de reglas o aforismos relativos a un cierto ritual o a una ciencia. Son textos que recogen todo el conocimiento geométrico derivado
de las planificaciones de templos y de la medicion y construccién de altares. Se conservan tres versiones, todas ellas en verso, la mdas conocida
de las cuales lleva el nombre de Apastamba. El caracter de estos textos, meras colecciones de reglas técnicas, excluia toda demostracion. Por
ello, lo Unico que puede conocerse son los resultados pero no los métodos y razonamientos que llevaron a ellos.
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Soneto a Pitagoras

p
ANDRES MARTIN SANCHEZ

(IES Emilio Jimeno, Calatayud)

En la primera estrofa del soneto,
sabras calcular la hipotenusa:
Piensa recto y sin mente obtusa,
idea a partir de uno y otro cateto;

ten en cuenta la otra parte del reto
(asi habla el de Samos, no Siracusa)
glosando el triangulo sin excusa
operando los lados del cuarteto;

restringe a naturales estas ternas
apellidadas como el mismo griego
sabio que inspira el de las cavernas.

¢Fallas aun de quién es el teorema?
ilncluso hay cientos de pruebas de apego!
Nueve iniciales mas y fin del poema.

Comentarios sobre el enunciado del teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras establece que la condicion necesaria y suficiente para que un triangulo sea rectangulo es
que la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los lados que forman el &ngulo recto (catetos) sea igual
al area del cuadrado construido sobre el lado
opuesto al angulo recto (hipotenusa) (figura 1).

Es decir, s1 el triangulo es rectangulo se cumple

esa condicion aritmética.' Esto permite calcular b a — F=d +’
un lado de un triangulo rectangulo conocidos los
otros dos.

Pero también reciprocamente, si en un trian-
gulo se cumple que la longitud de uno de los lados
al cuadrado es igual a la suma de las longitudes al
cuadrado de los otros dos lados, entonces el trian-
gulo es rectangulo.

Es decir, el teorema de Pitagoras sirve también para clasificar triangulos en relacion a sus lados. Asi por ejemplo,
un triangulo cuyos lados sean (6,25,29) es obtusangulo ya que 292> 6 + 252 Sin embargo, el triangulo cuyos lados
son (1,5; 3,6; 3,9) es rectangulo pues 3,9%=3,6*+ 1,5

C
Figura 1. llustracion gréfica del enunciado del teorema de Pitdgoras

Comentarios sobre las ternas pitagoricas

Hay una categoria dentro de los tridngulos rectangulos, en que la longitud de los lados es un nimero natural. La
longitud de los lados forman entonces ternas pitagoricas. Por ejemplo (3, 4, 5) y (5, 12, 13) son ternas pitagéricas
pues se trata de nameros naturales y verifican que 5*= 3%+ 4% en el primer caso y en el segundo que 13*=5%+ 122,

Comentarios sobre las demostraciones del teorema

De la importancia del teorema de Pitagoras da fe el gran nimero de demostraciones que ha habido de ¢l a lo
largo de la historia. Incluso una de ellas es debida a Garfield, un presidente de los Estados Unidos.
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La siguiente figura utiliza el tablero de ajedrez?
para justificar el teorema en la manera en que algunos T \
historiadores sugieren que el mismo Pitagoras lo de- -~ \ \
mostro6 (figura 2). \ Y \

En efecto, el tablero de la izquierda contiene un cua-
drado que lo divide en cinco partes: el propio cuadrado \
y cuatro triangulos rectangulos iguales. En el tablero de \ % N
la derecha tenemos los mismos cuatro rectangulos, pero \ = ~
en lugar del cuadrado del tablero de la izquierda, hay
dos cuadrados de dimensiones menores. El area de los
triangulos en ambos casos es la misma. Esto significa
que las partes sobrantes del tablero también tienen la

Figura 2: Demostracién del teorema de Pitagoras
utilizando el tablero de ajedrez

misma area: un cuadrado en el primer caso y dos cuadrados menores en el segundo. Pero el cuadrado mayor se cons-
truy6 sobre la hipotenusa del triangulo rectangulo y los cuadrados mas pequenos sobre los catetos.

Llegamos asi a la conclusion de que el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los ca-
tetos (Guik, 2012).

Comentarios sobre Pitagoras y su influencia

Historicamente, Pitagoras (siglo vi a.C.) fue un filosofo y matematico de la Antigua Gre-
cia, nacido en Samos, con gran inflluencia posterior. El fil6sofo Platon (429 a.C-347 a.C.),
autor del mito de las cavernas, propone una demostracién del teorema en su dialogo
«Menén» (Meavilla, 2014: 58-65).

Otro matematico griego fue Arquimedes (287 a. C.- 212 a. C), nacido en Siracusa,
considerado como uno de los mayores cientificos de la antigiiedad.

Comentarios sobre el soneto Figura 3. Pitagoras

Un soneto es una composiciéon poética compuesto por catorce versos de arte mayor, ge-
neralmente endecasilabos que se organizan en dos cuartetos y dos tercetos con rima consonante. Formalmente,
en el soneto italiano, los dos cuartetos presentan un patréon de rima ABBA ABBA, mientras que los tercetos pre-
sentan variantes. En este soneto hemos utilizado la variante CDC EDE.
En cuanto al contenido, generalmente el primer cuarteto presenta el tema del soneto, que se desarrolla en el segundo
cuarteto. El primer terceto ilustra alguna idea relacionada con los cuartetos y el segundo terceto concluye el soneto.
En este caso, las dos implicaciones del teorema son objeto de los dos primeros cuartetos. Si la longitud de los lados
del triangulo rectangulo son nimeros naturales, dicha secuencia se denomina terna pitagorica (primer terceto). El
teorema es famoso y ha habido centenares de pruebas a lo largo de la historia de las matematicas (segundo terceto).
Los poemas acrosticos consisten en composiciones que contienen letras (en este caso al principio) con las que
se puede formar una palabra o frase. Esta clave acréstica se descubre en el tltimo verso del soneto, concluyendo
alli el soneto y aqui el articulo. FIN

Referencias bibliograficas

GUIK, Y. Y. (2012), Matemdtica en el tablero de ajedrez. 1.1: El tablero y las piezas, Krasand.
MEAVILLA, V. (2014), Aprendiendo matemdticas de los grandes maestros, Almuzara.

1 En el articulo «Geogebra en el contexto de los Grupos Interactivos» del nimero 22 de Entorno Abierto se ilustra esta parte del teorema
utilizando geometria dinamica.

2 Otros ejemplos de la relacion del ajedrez y las matematicas se presentan en el articulo «<Matemdticas y Ajedrez en el Instituto» del nimero
19 de Entorno Abierto.
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Matematicas sobre Berlin

por
CARMEN SOGUERO PAMPLONA
(Universidad de Zaragoza)

Mirar desde arriba no es mirar.
Hay que mirar a la altura de otros ojos.

El cielo sobre Berlin (Wim Wenders, 1987)

Para los que la conocimos a través de los ojos del cineasta Wim Wenders, Berlin era una ciudad en blanco y negro.
La mirada de los angeles nos mostraba un paisaje y paisanaje doblegado por el peso del telon de acero. El Muro,
omnipresente. Los anhelos de sus gentes, encerrados en el devenir del dia a dia impregnado de tristeza, coloreado
en grises.

Aunque estos tonos predominan en un cielo habitualmente encapotado, quizas hoy sus angeles vean los colores
de la ciudad. Todo ha cambiado bastante desde el rodaje de aquella historia. Espacios baldios se han reconvertido
(en el sentido de vuelto a convertir) en plazas recorridas por berlineses que las atraviesan apresurados con sus que-
haceres. Del Muro quedan retazos, fragmentos conservados en algunos barrios para que no se borre su huella en
la memoria comun.

En nuestro viaje, conocimos Berlin desde la altura de nuestros ojos. ;Y hay tanto para mirar! Es una ciudad
que ofrece tantas facetas como intenciones podamos configurar en nuestra mirada. Como no puede ser de otro
modo, el holocausto judio y el muro de la vergiienza (jtan actual en otras geografias!) son omnipresentes. Pero
también sorprendentes edificios, deliciosas cafeterias, bien surtidas cervecerias, avenidas que impresionan, extensos
parques, rincones llenos de historia, pero rabiosamente enclavados en la actualidad, museos que cuentan con
piezas mundialmente famosas... Y entre todo ello, por supuesto, podemos poner nuestra mirada en las referencias
a las matematicas que van surgiendo a nuestro paso.

El primer encuentro es, como ocurre tantas veces, con la geometria, de la mano de edificios y entramados ur-
banos que recuerdan leyes y disefios.

Llegando a la cuidad en el tren que nos lleva desde el aeropuerto de Schoenefeld, impresionan las estructuras
metalicas de las estaciones que jalonan los barrios de la extensa ciudad. Entre el bullicio de los pasajeros, son toda
una invitacion a captar la geometria con nuestra camara.

Curvas y cuadriculas se alian en el acceso y los andenes de la Berlin Hauptbahnhot (Estaciéon Central de Berlin)
en una sinfonia de vidrios atrapados por redes metalicas que sugieren todo tipo de historias geométricas.
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Matemadticas sobre Berlin

Y mas de 20000 cuadrados de vidrio azul conmemo-
ran el bombardeo de la Kaisher Wilhem Gedachtnis Kir-
che, iglesia evangélica que fue seriamente danada al final
de la IT Guerra Mundial. Situada junto al Bikini Berlin,
centro comercial construido en la década de 1950, sus rui-
nas permanecen como recordatorio de los desastres de la
guerra. Forma parte de un conjunto arquitecténico junto
con un nuevo edificio que recoge el culto y una torre, que
hace las veces de campanario. La modernidad, en estos
edificios construidos también en los 50, vino acompaiiada,
como tantas veces, de la geometria. Ambos con forma de
prisma, la iglesia de base octogonal y la torre, hexagonal,
estan formadas por una trama cuadrada de hormigén en
cuyos huecos se alojan mas de 20 000 vidrios de color azul

CARMEN SOGUERO PAMPLONA

que tamizan la luz exterior al modo de las clasicas vidrieras y como tnica decoracién de su interior, a excepcion

de un Cristo colgante. El efecto al entrar es impresionante.

Junto al complejo, un alto edificio de oficinas eleva sus fachadas sin esquinas desafiando la escasa altura del re-

novado Bikini Berlin.

Edificios como éste, sorprendentes en sus formas, salpican toda la
ciudad. La apertura de espacios urbanos a causa, tristemente, de los
bombardeos a que fue sometida, han proporcionado a las corrientes
arquitectonicas una oportunidad extraordinaria para desarrollar nue-
VoS proyectos.

Especialmente hermosa nos pareci6 la Berliner Philharmonie, sede
de la Orquesta Filarmonica de Berlin. Disefiado por el arquitecto Hans
Scharoun y terminado en 1963, el edificio es, valga el simil, un con-
cierto de lineas y superficies curvas que, con su sorprendente tono ama-
rillo, reflejan la luz al atardecer creando un conjunto de espectacular
belleza.

Junto a él, al otro lado de la Ben Gurion Strafle, encontramos el
moderno Sony Center, centro comercial y punto de encuentro de jo-
venes berlineses en el que llama poderosamente la atencion la cubierta
movil entre las altas paredes acristaladas.

Ambos complejos estan situados junto a Postdamer Strafle y Post-
damer Platz, antes recorridas por el Muro que, tras su demolicion, ha
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permitido grandes avenidas. Y cerca también, se encuentra la Staatsbibliothek, la
biblioteca en la que los angeles de Wenders acompanaban a los berlineses en sus
tiempos de lectura.

En un punto mas alejado
de la ciudad, en la Mu-
seumsinsel (Isla de los Mu-
seos), entre edificios neocla-
sicos, un capricho geomé-
trico facilita el acceso al
Deutsches Historisches Mu-
seum (Museo de Historia
de Alemania). Su forma he-
licoidal no es nueva para
una escalera, pero la cubierta
acristalada con estructura
metalica que la protege, juega a mostrarnos la
esencia geométrica de la construccion.

Situada entre el Spree y el canal que dis-
curre paralelo a €l, esta isla alberga cinco de
los museos mas conocidos de la ciudad: Per-
gamonmuseum, Altes Museum, Neues Mu-
seum, Deutsches Historisches Museum y
Bode Museum.

Junto con la Geldamergalerie, galeria de
pintura situada en el Kulturcenter, estos mu-
seos exponen las obras de arte mas sobresa-
lientes que recoge la ciudad.

En esta tltima, entre obras de Caravaggio
(impresiona el enorme Amor Vincit Omnia),
Durero, Cranach el Viejo o Vermeer, entre
otros artistas europeos, encontramos a dos
matematicos representados por el pintor del
barroco italiano Luca Giordano: Arquime-
des, con su cuenco que refleja la luz del sol
junto a un escrito geométrico, y Euclides, con
un documento aparentemente astronémico,
por los angulos que parecen estar dibujados.
Ambos estan expuestos juntos, y son fiel
muestra del tenebrismo tan de moda en la
pintura del siglo XVII.

Luca Giordano pint6 a multiples sabios y

filosofos, al parecer por encargos de mecenas, e incluso se pueden encontrar otros «Arquimedes» que salieron de
su pincel, como los que se encuentran en Padua (Italia) o en Senlis (Francia). Todos tienen en comun su aspecto
de ancianos misticos.

El Pergamonmuseum, es el de mas renombre de la Isla. Los arquedlogos alemanes recorrieron las tierras de la
actual Turquia y Oriente Proximo realizando excavaciones durante el siglo XIX y principios del XX. Un acuerdo
de 1879 firmado por Alemania y el Imperio Otomano permiti6 el traslado de los restos arqueologicos mas desta-
cados que hoy se exhiben. En concreto, este museo se terminé de construir cuando ya las piezas estaban en Berlin,
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adaptando la estructura del mismo al tamafo de los monumentos mas especta-
culares: la puerta de Isthar, el altar de Pérgamo, la puerta del Agora de Mileto o
la fachada de Mushatta. ;Preservacion o expolio?

En este museo, ademas de bastante material perteneciente a la ciudad del in-
signe Tales, encontramos multiples muestras de la belleza asociada a las mate-
maticas en forma de azulejos decorativos. En la seccion correspondiente al Arte
Islamico, una serie de coloridos mihrab nos deslumbran con sus decoraciones
geométricas. Pese a la armonia que destila el perteneciente a la mezquita de Mai-
dan, en Kashan, Iran, con sus tonos azules sobre tostados, el mas espectacular
es el de traido desde la mezquita Beyhekim, en Konya, Turquia.

Construido en el siglo XIII, este mihrab tiene unas dimensiones de 3,95 m de
alto por 2,80 m de ancho. El hueco de oracion esta delimitado por dos delicadas
columnas cuyas bases y capiteles tienen forma de cuboctaedros, mientras que la
parte inferior presenta decoraciéon puramente geométrica.

Sus brillantes azulejos en colores turquesa, azul marino, negro, naranja y be-
renjena le confieren una vistosidad hipnotica.

CARMEN SOGUERO PAMPLONA

En la misma seccion, y siguiendo con la decoracion geomé-
trica, nos encontramos con la cupula octogonal de madera que
pertenecia a la Torre de las Damas del Palacio de Partal, en el
complejo de la Alhambra de Granada.

La ctipula cuenta con una base cuadrada que se transforma
en un octogono mediante la insercion de triangulos, y un poco
mas arriba, en un hexadecagono en el que se apoyan los co-
rrespondientes dieciséis trapezoides que la cierran.

Sus dimensiones alcanzan los 2,5 m de altura y los 3,5 de
diametro.

Parece ser que, en 1885, el banquero aleman Von Gwinner
compro el terreno de la Alhambra donde se encontraba el Pa-
lacio del Partal, que contenia la ctpula. Mas tarde, cedi6 el pa-

lacio al Gobierno espafiol a cambio del permiso para desmontarla y trasladarla a su residencia de Berlin. Ya en
1978, sus herederos la vendieron al Pergamonmuseum donde ahora se encuentra (Discover Islamic Art <http://

islamicart.museumwnf.org>).

iy
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Un poco mas adelante, en una sala de iluminacion tenue, se
descubre una preciosa coleccion de astrolabios, entre los que
destacan los construidos en el siglo XviI por Muhammad
Zaman.

Pero lo que realmente provoca mi curiosidad es un plato de
ceramica con los signos zodiacales dibujados y un agujero en
el centro, fabricado también en el siglo XVII. ;Sera para clavar
el gnomon vy se tratara de un reloj? Curiosamente, la informa-
ci6n disponible en las vitrinas propone cuatro posibles origenes
y usos para esta pieza.

La mas interesante propone que seria parte de un nocturnal,
un aparato que permitiria medir el tiempo a partir de la posi-
ci6n de las estrellas, como se indica en la ilustracion del Cosmo-
graphia, de Petrus Apianus, documento de la misma épocay que
se encuentra en la Biblioteca de Berlin.

Pero no es la tinica propuesta, ya que también podria tratarse
de una pieza del mecanismo de un calendario astronémico,
atendiendo a las marcas que aparecen en su borde exterior. O
parte de una mesa giratoria para adivinar el futuro, a juzgar por
el pie que tiene en la parte posterior. O simplemente un objeto
de adorno. Nuestra imaginacion tendra que elegir...

Si es fascinante (y agotador) el recorrido por el Pergamon-
museum, ;como no acceder a los otros museos, tan cercanos?
En el Neues Museum (Museo Nuevo), hay una gran coleccion

CARMEN SOGUERO PAMPLONA

egipcia. La estrella es el busto de Nefertiti. No es casual su fama, impresiona verlo de cerca en su perfeccion. Pero,
volviendo a nuestra mirada matematica, una no deja de ver, en los multiples frisos que conserva el museo, agri-
mensores que andan entre papiros con una cuerda entre las manos ¢Estaran marcando campos tras el desborda-
miento del rio? No lo indica en las cartelas, pero mi imaginacion se desborda... El friso corresponde al afio 2430

a.C. De nuevo me impresiono.

Como parte de la coleccion egipceia, protegidos por vitrinas y luces tenues, se pueden contemplar antiguos pa-
piros dedicados a diversas disciplinas, incluidas las matematicas. Hay textos escolares, incluso de nivel académico
alto, vinculadas, probablemente a las necesidades de desarrollo de la topografia. Geometria, astronomia y tablas
aritméticas, como la de la fotografia, dan cuenta de lo avanzado de esta ciencia en una época tan temprana.
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Fuera ya de las salas egipcias, cuando pensaba que mi capacidad de admiracion
estaba saturada, llegamos al sombrero ceremonial de Berlin, realizado en oro y con
una decoracion que esconde un perfecto conocimiento de los calendarios solar y
lunar. Aunque no esta muy claro, parece que procede del suroeste de Alemania.
Solo se conocen otros tres similares: dos también alemanes y un tercero francés.
Esta hecho de una sola pieza de oro, sin soldaduras, a golpes de martillo, y se data
en la Edad del Bronce, es decir, tiene unos 3000 afios de antigiiedad. Y su forma
recuerda mucho a la de lo que conocemos como «un sombrero de mago».

Esta totalmente cubierto de simbolos celestiales. La punta se cierra con los bra-
zos de una estrella que representaria el Sol. Los patrones de la hoz y el ojo, repre-
sentarian la Luna y Venus. Los circulos corresponderian a la Luna y al Sol. El ciclo
del Sol determina la duracion de las noches y los dias y el de la Luna, reparte el
ano en meses y dias. La duracion del anio marcada por la luna es 11 dias mas corta
que la marcada por el Sol. La ornamentacion del sombrero refleja el dominio de
este conocimiento en aquella época y el ajuste entre el calendario solar y lunar. Los
dibujos en relieve nos estarian mostrando un calendario. El nimero de circulos de
ciertas bandas concretas mostraria los 12 ciclos lunares sumando 354 dias. Su-
mando el nimero de marcas de otras bandas decorativas, obtendriamos los 365
dias del afo solar. Transcurren 19 anos hasta que el afio solar y el lunar vuelven a
coincidir. En el sombrero esta codificado el conocimiento de que se deben sumar
siete meses lunares cada 19 anos para ajustar ambos calendarios.

Efectivamente, s1 aproximamos el mes lunar a 29 dias:

29 x 7=203 dias anadidos cada 19 afos, lo que supone 203:19= 10,68 los casi
11 dias de diferencia entre el ano solar y el lunar.

Estos son solo algunos de los detalles que encuentra en Berlin nuestra mirada
matematica. Podria-
mos comentar tam-
bién el Reloj del
Mundo, en la famo-
sa Alexander Platz,
o los motivos geo-
métricos en algunos
fragmentos  del
Muro en la East
Side Galery, o el pa-
nel dedicado a los
matematicos pola-
cos, como Banach
y Steinhaus que se
reunian en un café
en la ciudad de Lviv
donde discutian so-

CARMEN SOGUERO PAMPLONA

1
Stern: die hell strahlende Snl\ne
Star: the bright and radiant Sun

2
Sichel und Augenmuster: Mond und Venus
Sickle and eye-patterns: Moon and Venus

Sonnen- und
Circular bumps and rings:
Solar and Lunar symbols

Detalle del panel
explicativo de la vitrina

luciones a diversos problemas matematicos. Encontramos este panel en una exposicion temporal junto a la Puerta

de Brandeburgo.

Todo ello entre los constantes recordatorios de la historia reciente de la ciudad: el holocausto judio, la quema
de libros, el horror de las pérdidas humanas de la guerra, el afan de libertad... todo esta en Berlin.
Esperando encontrar una ciudad en blanco y negro, encontramos una fuente insaciable de cultura, sorpresas,

historia y, como no, belleza matematica.
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La paradoja del cumpleanos Il.
Concursos en la web

por
PEDRO LATORRE GARCIA
(CPEPA Gomez Lafuente, Zaragoza)

En el maravilloso libro £/ hombre aniimerico de John Allen Paulos podemos leer: «mientras es probable que ocurra
algtin hecho improbable, lo es mucho menos que se dé un caso concreto». Para aclarar este galimatias el autor
utiliza un ejemplo del gran divulgador Martin Gardner: si giramos una ruleta con las letras del alfabeto y se apunta
la letra que sale cada vez, la probabilidad de que salga la palabra PARADOJA o FRIOLERO es muy baja, pero
la probabilidad de que salga cualquier palabra del diccionario es mucho mayor. “La conclusion es que seria muy
improbable que los casos improbables no ocurrieran. Si no se concreta con precision cual es el acontecimiento a
predecir, puede ocurrir un suceso de tipo genérico de muchas maneras distintas.”

El problema del cumpleafios tiene un caracter genérico al no precisar un dia concreto. Sin embargo, tenemos
la tendencia a concretarlo. En esta version incorrecta de la paradoja tratamos de contestar la pregunta: jcudntas
personas son necesarias para que la probabilidad de que haya otra
que cumpla afios el mismo dia que yo sea superior al 50%? Como
ya comentamos en el articulo precedente, solo se nece-

Problema del cumpleafios

Seleccion de los parametros para la simulacion

sitan 23 personas para que la mitad de las veces haya @ Nimero de personas f af f
una coincidencia en un dia cualquiera, mientras que ' =
para la cuestiéon que acabamos de plantear hacen falta RS a2 53 2l
253, salvo en el caso del 29 de febrero, en el que son ne-
cesarias 1000. @ Fecha 8 ° BB o o ok

En la pequena aplicacion desarrollada (enlace) pode-

. ., . QO Cualquier fecha

mos resolver la generalizacion de la paradoja, encon-
trando el tamano minimo de un grupo para que haya 3

0 4 coincidencias con una probablhdad Supcrior a 095 Personas hasta que se repite 4 veces el dia del cumpleafios
Para que haya un trio, el valor teérico es 88. Con el si-

mulador vamos a utilizar como estimador la media de SR

la distribucion del nimero de personas necesarias para Simulaciones:
que aparezca una triple coincidencia. Después de | 08068

K . . . Media:
100000 simulaciones el valor medio obtenido es 88,54. 187.38
Para un cuarteto, la respuesta teérica es 187 y la media Besvision e 40
es 187,38. cv:

Os propongo una actividad para que utilicéis la pa- S

radoja en clase. Su objetivo principal es poner de ma-
nifiesto la insuficiencia de la intuicién numérica y la
imprescindible necesidad de razonar cuidadosamente.

Con la ayuda de mi hermano Miguel creamos una lista con la fecha de nacimiento de 50 aragoneses ilustres.
Los alumnos elegiran 29 nombres de la lista y apuntaran en un calendario el dia en que nacieron dichos per-
sonajes, junto con el dia de su cumpleanos. Previamente a la selecciéon de cada alumno, preguntaremos en cuan-
tas de ellas piensan que ocurrira alguna repeticién. Teniendo en cuenta que la probabilidad de este suceso es
ligeramente superior a 0,7, siendo muy conservadores podemos hacer la, a priori sorprendente hipotesis, de

Fogy
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La paradoja del cumplearios Il. Concursos en la web PEDRO LATORRE GARCIA

que en mas de la mitad de las selecciones habra algin dia en que hayan nacido dos personas (enlace a la ficha
de la actividad).

Concursos en la web de Conexion Matematica

Este curso vamos a celebrar a través de la pagina web del programa Conexién Matematica nuestros tradicionales
concursos. El primero es el 111 Concurso de figuras imposibles. Esta dirigido a los alumnos de Educacion Secundaria,
Formacién Profesional Basica y Bachillerato de los centros educativos de Aragén y también a los alumnos de cual-
quier nivel educativo de los Centros de Educacion de Personas Adultas de Aragon. Los participantes tienen que
construir en papel, cartulina u otro material una de las figuras imposibles que se les proponen en la web, dejando
también abierta la opcion de un disenio libre. La novedad es que abrimos el concurso a todos los alumnos de los
centros de adultos.

También se va a desarrollar la cuarta edicion del Zorneo de tangram dirigido a los alumnos de Primaria, de 1.° y
2.% curso de Educaciéon Secundaria y de Formacién Profesional Basica de los centros educativos de Aragon, asi
como a los alumnos de cualquier nivel educativo de los Centros de Educacién de Personas Adultas de Aragon. En
la modalidad de torneo los participantes se enfrentan al reto de resolver 50 figuras, organizadas en 4 niveles de
creciente dificultad. En la nueva modalidad disefio, hay que crear una figura utilizando dos juegos de piezas (14
poligonos), el doble tangram. También el concurso queda abierto a los centros de adultos.

La novedad mas destacada es que los 10 mejores alumnos de 5.” y 6.° de Primaria, un representante por centro,
disputaran una fase final coincidiendo con la fase final de la Olimpiada Matematica de Aragon.

Para mas informacion e inscripciones visitar el enlace: <http://conexionmatematica.catedu.es/concursos>.
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