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Teniendo en cuenta la importancia de la probabilidad, sus significados y la dificultad en su ensefianza (Batanero,
2014; Borovenick, 2012), en este articulo se lleva a cabo un analisis en la resolucion de un problema de probabilidad
condicional en la semifinal de la XXX Olimpiada Matematica Aragonesa. Los problemas de probabilidad no son
muy comunes en las Olimpiadas Matematicas de 2.° de ESO (Rubio-Chueca, Munoz-Escolano y Beltran-Pellicer,
2021) por lo que hay poca evidencia de como los estudiantes se desenvuelven en ellos. Mostramos el enunciado
del problema y como es abordado por los diferentes participantes considerando diversas estrategias. Revisamos la
red de significados acerca de la probabilidad que emergen en el proceso de resolucion, el vocabulario y las repre-
sentaciones usadas. En ese sentido, se observa como algunos participantes, al resolver el problema, ponen sobre la
mesa ideas intuitivas de la probabilidad condicional y conjunta, en funcion de los sistemas de representacion usados
en el proceso.

El problema se propuso en la semifinal de la XXX Olimpiada Matematica de 2.° de ESO en Aragén y su enun-
ciado es el siguiente:
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Sin embargo, si vamos por la carretera B, llegamos a un punto en el
que tenemos que elegir entre tres comarcales: la B1, la B2 o la B3. Si
elegimos la B3 nos lleva directamente a mi pueblo, mientras que el
resto, nos lleva a otras dos localidades que no conocemos.

a) ¢Qué tiene mas probabilidad: visitar otros lugares o Trasobares?
¢Por qué?

b) Finalmente llegamos a Trasobares. Una vez alli, nos encontramos a
mis primos y les explicamos lo sucedido. Entonces, mi padre riendo les
dijo: “si acertais por qué carretera nacional hemos venido os invitamos
a comer”, ;qué carretera nacional tuvo mas probabilidad de haber sido
elegida, la A o la B? ;Por qué?
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Contexto

En la fase semifinal de la XXX Olimpiada Matematica Aragonesa de 2.° de ESO participaron 606 alumnos y
alumnas de distintas localidades de Aragon. Esta fase semifinal de la olimpiada autonémica se llevo a cabo el
sabado 20 de abril de 2022 en diecisiete sedes. En ella, se propusieron seis problemas durante dos sesiones de una
hora cada una con un descanso entre cada sesiéon de media hora, sobre diferentes contenidos. Para su resoluciéon
estaba permitida la utilizacion de instrumentos de dibujo y calculadora. Goni (2022) indica, de los seis problemas
propuestos en la semifinal, el problema que analizamos fue en el que los participantes obtuvieron mayor puntuacioén
y también presenta una posible resolucion de este.

Estrategias en las respuestas correctas de los participantes a la primera cuestion

Recordemos que el apartado a) demandaba:

;Qué tiene mas probabilidad: visitar otros lugares o Trasobares?;Por qué?

Clasificamos las respuestas correctas que hemos encontrado en dos grandes categorias atendiendo al razona-
miento presente en las mismas, dependiendo de si hallan la probabilidad total o si inicamente comparan las pro-
babilidades condicionales en cada carretera.

Razonamiento probabilistico hallando la probabilidad total desde un significado clasico

La resolucion a dicho problema se puede llevar a cabo con un razonamiento probabilistico desde el significado
clasico de la probabilidad teniendo en cuenta las probabilidades iniciales simples, condicionadas, finales conjuntas
y la probabilidad total. Ademas, puesto que el enunciado del problema habla de aleatoriedad, pero no de equi-
probabilidad, asumimos como resolutores la equiprobabilidad existente al llegar a cada una de las intersecciones
y tengamos que elegir entre las diferentes carreteras.

En el analisis de las resoluciones del alumnado se contabilizan 55 participantes que utilizaron un razonamiento
probabilistico usando la probabilidad total.

Es destacable que 47 de los participantes usaron algin tipo de representacion diagramatica, como el diagrama
de arbol, para facilitar y buscar la estrategia adecuada.

En este caso (figura 1), el alumno, ayudado por la representacion del diagrama de arbol, calcula cada una de
las probabilidades implicadas en el problema obteniendo finalmente un resultado éptimo comparando las dos
probabilidades: la de visitar otros lugares y la de ir a Trasobares.
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Figura 1. Estrategia del apartado a) teniendo en cuenta la probabilidad total usando un diagrama de arbol
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De manera formal, en la resolucién se aplica el teorema de la probabilidad total:

p(Trasobares)= p(AN A1)+ p(BN B3)= p(A)- p(Al| A)+ p(B)- p(B3| B)=

11, 11 11, 1|1_15_5

9 2+2 3 2 [2+3] 26 12

p(Otros lugares) = p(ANA2)+ p(BN B+ p(BNB2)= p(A)- p(A2| A)+ p(B)- p(Bl| B)+ p(B)- p(B2| B) =
i, 11,11 11,1, 1\_17_7
I ER [2+3+3 26 12

Esta utilizacion del diagrama de arbol (figura 1) para representar las diferentes probabilidades en sus ramas es
un uso estandar que no se relaciona de forma directa con anteriores usos de los diagramas de arbol, como cuando
se emplea para el conteo de colecciones de objetos. Intuimos que el alumnado que ha usado esta representacion
ha sido instruido en este tipo de problema.

Por otro lado, 8 de ellos dieron una solucion correcta al problema sin emplear ningun tipo de representacion
diagramatica (figura 2).

@) Hay prs ymbﬂk:l;dma de []Qsoral Trasebor€s que adthds o30S Porp

¢ dnh oS las Gorrederas C0 Ay B bay unb ()% de (ogerrois,

or la A hay A Cormivos 2 Fhpde Coger codr yrp, LN 1o 4 Py Comng

’16’8(\& (g% crdan UnD, e (AN corvet¥t Faciorp) bay un uming gs

1w o3RG bupre &/ Siguraom 08 lag Probnb 1 dackq (29 5% 5 Ned A7

Do s rar0S bo GOBasi VR kg mengrip AbCOIUYA, Nay Mo ¢ prabn b ) dnddo
1e o 0Yr0 lvgor Jue o Tvisovare$.

Figura 2. Estrategia del apartado a) teniendo en cuenta la probabilidad total sin usar ninguna representacion

En esta ocasion, para dar la solucion, el participante halla las probabilidades iniciales, conjuntas y la probabi-
lidad total de llegar a Trasobares, observando que es menor que el 50%.

Razonamiento probabilistico comparando tinicamente
las probabilidades condicionales usando un significado clasico

Ademas de las respuestas anteriores, que siguen una estrategia mas «escolar», en varias soluciones propuestas por
el alumnado encontramos otra forma de resolver este problema. Asi, la siguiente estrategia de resolucion pasa por
usar las probabilidades condicionadas teniendo en cuenta la equiprobabilidad al elegir los caminos en cada una
de las intersecciones y que por las dos carreteras 4 o B podemos llegar al pueblo de Trasobares.

Un ejemplo sobre el razonamiento en que se apoya esta categoria es el siguiente: en la carretera A tenemos la
misma probabilidad de ir al pueblo que a otros lugares vy, por tanto, pd1|4)=p(A2|A4) y, por tanto, por aqui dara
igual a la hora de decantarnos por qué es lo mas probable, y por otro lado, una vez que nos encontramos en la ca-
rretera B lo mas probable es acabar en otro lado, p(B3/B) <p((B1 U B2)/B). Asi que, de la composicion de ambas si-
tuaciones, es mas probable ir a otros lugares que ir a Trasobares ya que, si de forma aleatoria decidimos ir por 4,
tenemos la misma probabilidad, pero, si decidimos ir por B, la probabilidad de llegar a otros lugares sera el doble.

En este tipo de respuestas correctas, el alumnado también suele cuantificar la probabilidad de algunos de los
sucesos, pero no calcula la probabilidad total, ya que no se le exigia en el enunciado del apartado, sino solo que
comparase qué suceso era mas probable.

El nmero de participantes que han resuelto esta parte del problema con un razonamiento probabilistico pa-
recido es 33, sin necesitar para ello la probabilidad total.
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Entre ellos, 14 también usan algin tipo de representaciéon diagramatica, como el diagrama de arbol, para
apoyar su razonamiento. En este caso (figura 3), el participante calcula cada una de las probabilidades en porcentaje
cuando llega a las intersecciones.

’b) Te,- Jr;: "h‘.\’s Pas_bilinJT) v’.)‘l-:,, okies l"‘_‘)"*’ \/‘B 1= s pr'-mys OPcio"-
0% B” Y 5 seqenda sevis  SO%A1- SO% AL o
B4 03— 63 X ®iz

SO% A v

Figura 3. Estrategia del apartado a) sin tener en cuenta la probabilidad total usando un diagrama de arbol

Los 19 restantes no usaron ningun tipo de representacion para visualizar la estrategia a seguir. Un ejemplo de
esta forma se puede ver en la figura 4. En este caso concreto, el participante ha calculado tinicamente las proba-
bilidades condicionales, utilizando la comparacién en cada caso para dar una respuesta bien argumentada.

CL\ TNM@ne was pProooloindod de vigtoe ofros Loaosres | ual que U
ek carvuno A , Nexes SO0% da Probabildodas da ¢ a ¥y pweblo,
T combio, 1 vos PO Lo B | henas 33,3°% s provaiiLdodes

da +Por 3 cormanos, nEends Qo so\o oy Ly <o mecko
S MBS probalde i a visitar adstatos L aoces

Figura 4. Estrategia del apartado a) sin tener en cuenta la probabilidad total y sin usar representaciones diagraméticas

Siguiendo un razonamiento similar, son destacables las producciones que han realizado ciertos participantes
(figura 5) con errores en la argumentacion final al determinar quién tiene mayor probabilidad.
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Figura 5. Estrategia del apartado a) sin tener en cuenta las probabilidades con error de argumentacion (términos absolutos)

En estos casos, el resolutor hace alusion en términos absolutos a los caminos que nos llevan a cada lugar (2 ca-
rreteras nos llevan a Trasobares y 3 carreteras a otros lugares) estableciendo una equiprobabilidad inexistente en
las cinco posibilidades.
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El resolutor podria haber seguido un razonamiento verbal comparando en términos absolutos las posibilidades
con un razonamiento intuitivo. Teniendo en cuenta a la hora de elegir las carreteras el nimero de posibilidades
estableciendo una proporcion, es decir, en términos probabilisticos, la existencia de equiprobabilidad en la eleccion
de las determinadas carreteras en cada interseccion (p(A) =pB)=1/2, (A1 |A)=pA2|A)=1/2, p(Bl | B)=p(B2 | B)=
=p(B3|B)=1/3) y sin necesidad de realizar ningiin calculo posterior, podemos determinar que tiene mayor pro-
babilidad de haber llegado a otros lugares. Puesto que en la primera intersecciéon nos encontramos con dos opciones
(uno a uno, 1/1=1), podemos concluir que ambas tienen la misma probabilidad. Ahora, de las dos opciones que
podemos elegir yendo por 4, una nos lleva a Trasobares y la otra a otros lugares (uno a uno, 1/1=1) lo que nos
hace concluir que ambas tienen igual probabilidad. Mientras, de las tres opciones que podemos elegir yendo por
B: una lleva a Trasobares y las otras dos nos llevan a otros lugares (una a dos, 1/2<1) lo que nos hace concluir
que tiene mayor probabilidad otros lugares yendo por B. De esta manera podemos argumentar que tiene mayor
probabilidad ir a otros lugares.

La tabla 1 muestra el nimero de participantes que utilizaron para resolver la primera parte del problema cada
una de las diferentes estrategias mencionadas.

Estrategia utilizada apartado a) Numero de participantes
Calculando la probabilidad total con arbol 47
Calculando la probabilidad total sin arbol 8
Calculando las probabilidades condicionadas con arbol 14
Calculando las probabilidades condicionadas sin arbol 19

Tabla 1. Numero de participantes que emplearon cada una de las estrategias correctas en el apartado a)

Estrategias en las respuestas correctas de los participantes a la segunda cuestion

El enunciado del apartado b) planteaba la siguiente cuestion:

Finalmente llegamos a Trasobares. Una vez alli, nos encontramos a mis primos y les explicamos lo sucedido. Entonces, mi padre
riendo les dijo: «si acertdis por qué carretera nacional hemos venido os invitamos a comer», jqué carretera nacional tuvo mas
probabilidad de haber sido elegida, la A o la B? ;Por qué?

En este sentido, considerando para su resolucion la probabilidad total y el teorema de Bayes usando un signi-
ficado clasico vamos a calcular las probabilidades a posteriori:

11 1
p(A| Trasobares) = pAl] ) pd) ~22_4_12_3 ~03:05_ 0,25 =0,625=62,5%.
p(Trasobares) 5 5 20 5 0,4 0,4 ’
12 12
11 1
J(B| Trasobares) = LB B PB) 3 26 _12_2  _03:05_015_ 4,5 5750,
p(Trasobares) 5 5 30 5 0,4 0,4

1212

Comparando ambas probabilidades concluimos que tiene mas probabilidad de llegar al pueblo si finalmente
hemos ido por la nacional 4.

No es de extranar, puesto que esta teoria pertenece a niveles superiores del curriculo de segundo de secundaria,
que ningun participante de la olimpiada, desarrollara su resolucion utilizando dicho teorema. Sin embargo, muchos
de ellos han dado soluciones de forma intuitiva cuya argumentacion teérica se fundamenta en dicha teoria al
asumir la equiprobabilidad y comparar probabilidades.
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Veamos ahora las respuestas dadas por el alumnado participante:

Razonamiento probabilistico comparando
las probabilidades condicionadas con un significado clasico

Considerando la equiprobabilidad de elegir las determinadas carreteras en las intersecciones y comparando las
probabilidades condicionales a priori (llegar a Trasobares una vez elegida la carretera nacional 4 y llegar a Tra-
sobares una vez elegida la carretera nacional B) se puede argumentar la solucion, puesto que las probabilidades a
posteriori que nos piden comparar vienen dadas por las expresiones:
p(A| Trasobares) = LA A) pA) y p(B| Trasobares) = M
p(Trasobares) p(Trasobares)

Luego compararemos p(Ad1|4)=1/2=0,5=50% y p(B3|B)=1/3=0,3=30% ya que pd)=pB)=1/2 (asu-
miendo la equiprobabilidad cuando elegimos la carretera 4 o B).

En este sentido, han sido cinco los estudiantes los que han usado una estrategia similar para dar solucion al

problema (figura 6).
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Figura 6. Estrategia del apartado b) sin tener en cuenta la equiprobabilidad y las probabilidades condicionadas

Razonamiento probabilistico comparando las probabilidades conjuntas con un significado clasico

En esta ocasion tenemos:

p(A]| Trasobares) = pALA)- pA4) — pAN Al .
p(Trasobares)  p(Trasobares)

p(B| Trasobares) = pB3|B)pB) __ p(BNBY) _
p(Trasobares)  p(Trasobares)

Luego comparando las probabilidades conjuntas: p(AMNA1) y p(B3 N B) daremos la respuesta correcta.
En este caso, el nimero de alumnos que han resuelto el apartado b) de forma similar es de diecisiete (figura 7).
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Figura 7. Estrategia del apartado b) teniendo en cuenta las probabilidades conjuntas

En la misma linea de argumentacion, se podria hacer una razonamiento verbal sin usar las probabilidades,
comparando en términos absolutos las posibilidades con un significado mas intuitivo. En ese aspecto, teniendo en
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cuenta a la hora de elegir las carreteras el nimero de posibilidades estableciendo una proporcion, es decir, en tér-
minos probabilisticos, la existencia de equiprobabilidad en la eleccion de las determinadas carreteras en cada in-
terseccion y sin necesidad de realizar ningtin calculo posterior, podemos determinar que tiene mayor probabilidad
de haber sido elegida la opciéon 4. Ya que, de las dos opciones que podemos elegir yendo por 4: una nos lleva a
Trasobares y la otra a otros lugares. Mientras que de las tres opciones que podemos elegir yendo por B: una lleva
a Trasobares y las otras dos nos llevan a otros lugares.

En la tabla 2 se identifica el nimero de participantes que concluyeron el apartado b) del problema argumen-
tando sus soluciones con las estrategias mencionadas.

Estrategia utilizada apartado b) Numero de participantes
Calculando las probabilidades condicionadas 5

y equiprobabilidad en los sucesos

Calculando las probabilidades conjuntas 17

Tabla 2. Numero de participantes que emplearon cada una de las estrategias correctas en el apartado b)

Conclusiones

Muchos estudiantes de 2.° ESO son capaces de resolver alguno de los apartados (tablas 1 y 2). Esto sucede a pesar
de que muchos de ellos no han sido instruidos sobre las técnicas especificas para resolver problemas de probabilidad
condicionada, que apareceran curricularmente en 3.” o 4. ESO (probabilidad condicionada, probabilidad total,
Bayes...) y que convierten este problema en un ejercicio (Blanco y Pino, 2015).

En el andlisis aparecen variadas respuestas que denotan distintos razonamientos o modos de abordar la situa-
cion, mas alla de aplicar la resolucion «escolar» de la tarea. La argumentacion matematica subyacente en estas
justificaciones es rica y provechosa, puesto que aborda la resolucion de los apartados articulando diferentes objetos
matematicos (proposiciones, lenguajes, propiedades y representaciones) referidos a la probabilidad.

Creemos que el enunciado de la tarea promueve la aparicion de distintos razonamientos y modos de abordar
el problema ya que, por un lado, los datos permiten que se pueda abordar la situacién de manera sencilla (dos
ramas y tres ramas, equiprobabilidad en cada rama...) con herramientas elementales y, sobre todo, porque la exi-
gencia del problema no esta en calcular una probabilidad concreta de un suceso sino en tomar una decisioén razo-
nada sobre qué suceso es mas probable.

Por otro lado, tras la revision y deteccion de las estrategias correctas, queda claro que en las situaciones de
aprendizaje sobre la probabilidad condicionada que se puedan plantear en 4.” ESO o en 1.° de Bachillerato, seria
necesario incluir tareas especificas del tipo en las que la suma de los caminos en términos absolutos contrarien el
analisis anterior de las probabilidades condicionadas puesto que es una estrategia no correcta que emerge de ma-
nera natural en las respuestas de estudiantes de 2.” de ESO. Por ejemplo, una vez afrontada la tarea propuesta en
la olimpiada, plantear otra similar, pero con dos nacionales 4 y B, con A: 2 al pueblo y 1 a otros lugares, B: 2 al
pueblo y 3 a otros lugares.

Por dltimo, entendemos que es importante plantear una tarea como la estudiada también en 2.° y 3. ESO
para el desarrollo de los saberes estocasticos en la docencia habitual en clase. Precisamos que cuando promovemos
su uso de forma habitual en el aula, no lo hacemos con la finalidad de instruir a los estudiantes en las técnicas de
resolucion de las mismas para que estas tareas sean resueltas cual ejercicio y asi ganar una competicién matematica
extraescolar como la olimpiada. Ni siquiera con una posible finalidad de aprovechar y adelantar la introduccion
de dichas técnicas antes de lo que dice el curriculo. Més bien, nuestra recomendacion va dirigida a que los estu-
diantes se acostumbren a abordar la resolucion de ese tipo de situaciones de probabilidad condicionada (mas com-
plejas) poniendo en juego su razonamiento probabilistico y las técnicas mas elementales que disponen hasta el
momento. Ademas, entendemos que estas tareas con distintas aproximaciones sirven para atender a la diversidad
que nos podemos encontrar en el aula amparando todas las casuisticas reconocidas.
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Finalmente, animamos a que, a través de su implementacion en el aula, el profesorado fomente la participacion
de su alumnado en esta actividad, la olimpiada matematica de segundo, no con un propésito competitivo, sino
para ofrecerles una experiencia matematica agradable fuera del contexto habitual, que permita al alumnado me-
jorar las actitudes hacia la matematica y adquirir creencias positivas hacia la misma.
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