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La idea de magnitud continua es engañosamente intuitiva. Zenón de Elea, en defensa de las ideas de su maestro
Parménides, ya exploró y puso de manifiesto hace unos 2500 años (aunque quizás él no lo sabía) las aparentes
contradicciones que pueden surgir cuando modelizamos la realidad de forma algo descuidada; o cuando no en-
tendemos bien los objetos matemáticos que utilizamos para ello. Diógenes el cínico, preocupado por otros asuntos
más mundanos, despachó rápidamente las ideas de Zenón constatando que el movimiento se demuestra andando.
Sin embargo, esa respuesta, por ocurrente que nos pueda parecer, no puede ser satisfactoria para alguien con pre-
ocupaciones epistemológicas. Como en otras ocasiones, tendrían que transcurrir todavía muchos siglos antes de
que la comunidad matemática alcanzara un consenso respecto al modo en que esta idea intuitiva de continuidad,
surgida casi por motivos filosóficos y posiblemente por oposición a la idea de cantidad discreta, se formalizara y
se dotara de un rigor conceptual que la hiciera útil como herramienta.

En realidad, no resulta extraño que el proceso fuera largo. La aproximación clásica inicial suponía realizar una
distinción como la que describe José Mariano Vallejo, por ejemplo, en la introducción de su Tratado Elemental de
Matemáticas y que muestra una visión estática de las cantidades:

La cantidad considerada con toda generalidad puede ser de dos modos, discreta o continua: se llama discreta cuando sus
partes no tienen entre sí ninguna trabazón ni enlace, y continua cuando se verifica lo contrario. Por ejemplo: un montón de
pesos duros que hay sobre una mesa es una cantidad de pesos duros, duros, porque dicho montón puede sufrir aumento
poniendo más duros, y puede sufrir disminución quitando; además es una cantidad discreta, porque un peso duro no tiene
ninguna trabazón con otro. Pero las partes de plata que componen el mismo peso duro están unidas entre sí, y como estas
partes pudieran ser más o menos, forman una cantidad que es continua. Por esta causa se puede decir que las Matemáticas
puras no contienen sino dos tratados, a saber, el que tiene por objeto la cantidad continua que se llama Geometría, y el que
tiene por objeto la discreta que se puede llamar Aritmética universal, y se divide en Aritmética propiamente dicha, que trata de
la cantidad en cuanto está representada por números, y en Álgebra que trata de la cantidad en general.

En el contexto de la cantidad discreta existe una noción de unidad aritmética que permite que la idea de fracción
pueda surgir de forma relativamente natural y dos números naturales siempre son conmensurables. En el caso de
la geometría, la situación es más compleja. La idea análoga a la fracción es la razón, y la existencia de segmentos
inconmensurables ya supuso un trauma en el mundo antiguo al poner de manifiesto que no era posible en ese
momento aritmetizar (representar con números, diría Vallejo) la geometría a través del uso de la noción de razón.
Esta problemática cobra especial relevancia con la introducción del álgebra entendida, nuevamente en palabras
de Vallejo, como el estudio de la cantidad en general. Parecería que el álgebra permite dar un tratamiento unificado
a las cantidades discretas y continuas que Euclides, por ejemplo, no había podido abordar. Basta recordar la rei-
teración de los libros VI y VII de los Elementos, de la que la tabla siguiente es un mero ejemplo:
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Una mirada al pasado#22

Libro VI, Proposición 16 Libro VII, Proposición 19

Si cuatro rectas son proporcionales, el rectángulo comprendido por las ex-
tremas es igual al rectángulo comprendido por las medias; y si el rectángulo
comprendido por las extremas es igual al rectángulo comprendido por las
medias, las cuatro rectas serán proporcionales.

Si cuatro números son proporcionales, el producto del primero y el cuarto
será igual al del segundo y el tercero; y si el producto del primero y el cuarto
es igual al producto del segundo y el tercero, los cuatro números serán pro-
porcionales.



Sin embargo, este tratamiento unificado conlleva de nuevo cuestiones filosóficas sobre la existencia de ciertos
objetos y sobre su naturaleza numérica o no. Este camino llevará a formalizar y aceptar la idea de número negativo
o de número imaginario, por ejemplo.

Otra capa de complejidad surge al considerar una visión dinámica de las cantidades. Vallejo, en la misma obra
citada, dice más adelante:

Cantidad constante es aquella que en una misma cuestión no puede tener más que un solo valor; y cantidad variable es la que
en una misma cuestión puede tener todos los valores que se quieran.

Al realizar este tipo de disquisiciones, aparecen interrelacionadas y articuladas de diversas formas las ideas an-
teriores y también otras como las nociones de distancia, densidad, límite, infinito (potencial y actual), infinitesimal,
etc. Por este camino se acabará llegando a la formalización de la idea de función y a la conceptualización de los
números reales.

A finales del siglo XIX y principios del XX, todo este proceso de conceptualización estaba aún inconcluso y
abierto a debate entre los matemáticos profesionales. En consecuencia, no existían unos estándares de rigor simi-
lares a los actuales y la terminología no siempre se utilizaba con un sentido claro. Por ejemplo, el siguiente frag-
mento está extraído del libro Conceptos fundamentales de Análisis Matemático (1902) de Lauro Clariana, dirigido a un
nivel universitario:

Una variable está sujeta a la ley de continuidad cuando al pasar de un valor a otro, puede tomar todos los valores intermedios
comprendidos entre los valores extremos dados. A la par la función y = F (x) será continua entre los valores a y b, atribuidos a x,
si la función pasa de un valor a otro por cantidades que difieren tan poco como se quiera entre sí.

El pasaje anterior puede resultar confuso. Si lo leemos literalmente, en una situación como la de la figura adjunta
tendríamos que la variable y está «sujeta a la ley de continuidad» entre f (0) y f (1) porque toma todos los valores in-
termedios entre ellos, pero a su vez que la función y= f (x) no «será continua entre los valores 0 y 1» porque hay un
salto al pasar de un valor a otro.
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La confusión surge en parte por la utilización del término «continuidad» para referirse a dos ideas relacionadas,
pero no iguales. Al hablar de función continua parece que Clariana trata de capturar la idea de que no haya saltos
en la gráfica de la función, lo que podemos vincular con la definición actual de función continua. Sin embargo,
cuando habla de que una variable esté sujeta a la ley de continuidad parece más bien referirse a la noción actual
de completitud, es decir, a la idea de que no haya huecos en el conjunto de valores posibles de dicha variable.

Dejando al margen la ambigüedad del término, el uso exclusivo de un registro verbal tampoco contribuye a
aclarar ni a fijar las ideas. Las nociones intuitivas de «tomar todos los valores intermedios», «pasar de un valor a
otro» o «diferir tan poco como se quiera» pueden tambalearse cuando tratamos de expresarlas formalmente.



Es interesante a este respecto observar como algunos autores de libros de texto evolucionaron a lo largo de su
carrera en la forma de abordar la noción de continuidad de funciones. Veamos el caso de Zoel García de Galdeano.
En su Tratado de Álgebra. Parte primera, tratado elemental, publicado en 1884, presenta la siguiente definición:

ANTONIO M. OLLER MARCÉNContinuidad de funciones. Un pequeño error de García de Galdeano

Boletín de la SAPM  julio 2024Entorno Abierto #56 E
A50

Vemos que se trata de una aproximación muy similar a la de Clariana, aunque se especifica algo más la idea
de «diferir poco» explicitando el hecho de que tanto la variable independiente como la dependiente participan en
la definición. En concreto el texto «y tan pequeño como se quiera, cuando se haga suficientemente pequeño el de
las variables» marca una diferencia fundamental.

Cuatro años después, en 1888, García de Galdeano publicó el Tratado de Álgebra. Parte segunda, tratado superior. Allí
se revisita la noción de continuidad de una función en los siguientes términos:

Hay dos aspectos que llaman la atención al comparar estos fragmentos. El primero es el aumento en el grado
de formalización, reflejado en particular en el uso de lenguaje simbólico. El segundo es la aparición del carácter
local de la continuidad. En el fragmento de Clariana que hemos presentado anteriormente, el autor consideraba
la continuidad de una función en un intervalo. Por su parte, mientras que el primer fragmento de García de Gal-
deano habla de continuidad en términos generales, el segundo habla de continuidad de una función en un valor
de x concreto.

La comparativa de ambos fragmentos es también interesante por otros motivos. Por ejemplo, podemos ver el
modo en que se formaliza la idea «incremento muy pequeño de la variable». La vía adoptada consiste en fijar el
valor de la variable x=a, y considerar otro valor a+h con h tan pequeño como se desee. Para esta aproximación
es clave el carácter local de la continuidad, es decir, el hecho de trabajar en un punto específico.

De hecho, si volvemos al libro de 1884, en el que García de Galdeano aborda la continuidad globalmente, po-
demos encontrarnos con el siguiente fragmento:



García de Galdeano se dispone a demostrar que las funciones cuadráticas son continuas. Pero la noción de
continuidad que está manejando no está completamente formalizada. Esto hace que García de Galdeano no fije
un valor de la variable x y considere incrementos pequeños a partir de él. En su lugar, la idea que adopta en su de-
mostración es suponer que dos valores de x (que denomina x’ y x”) están muy cercanos, para entonces tratar de
demostrar que sus imágenes correspondientes (y’ e y”) también están muy cercanas. Desafortunadamente, esto es
falso en general si no se impone algún tipo de restricción adicional sobre los valores posibles de x’ y x”, algo que
García de Galdeano explícitamente no hace al decir «sean x’ y x” dos valores cualesquiera».

Para darse cuenta basta considerar los valores x’=n, x”=n+1/n, que obviamente pueden tomarse tan próximos
como se desee sin más que tomar n arbitrariamente grande. En tal caso y”– y’=a/n2+b/n+2a que, obviamente,
no tiende hacia cero por muy grande que se elija en valor de n.

La dificultad subyacente es sutil y se relaciona con la noción de continuidad uniforme (que no vamos a definir
aquí). No es lo mismo tomar un valor fijo de x y considerar valores arbitrariamente cercanos a él, que tomar dos
valores cualesquiera arbitrariamente cercanos entre sí. La demostración incorrecta de García de Galdeano fun-
cionaría bien si x’, por ejemplo, estuviera fijo. También lo haría si la función sólo estuviera definida en un intervalo
acotado (a,b). En términos modernos, lo que se tiene es que:

—La función cuadrática es continua en todo .
—La función cuadrática es uniformemente continua en todo intervalo acotado.
—La función cuadrática no es uniformemente continua en todo .

Como información, y a modo de leve disculpa, el resultado que afirma que toda función continua en un inter-
valo [a,b] es también uniformemente continua en dicho intervalo se conoce actualmente como Teorema de Heine-
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Cantor. Aunque como en muchas ocasiones las atribuciones de resultados son complicadas, Heine publicó en ale-
mán la definición explícita de continuidad uniforme en 1870; y este resultado en 1872. No habían transcurrido
pues ni 15 años.
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20 años después, un García de Galdeano ya maduro incluirá en sus Principios generales de la teoría de funciones (1904)
una definición moderna y rigurosa del concepto de continuidad uniforme de funciones.

Actualmente la noción de continuidad de funciones se introduce en el currículo aragonés en 4.º de ESO. Se
pide a estudiantes de 15 años que asuman sin mayores problemas conceptos con los que matemáticos profesionales
batallaban hace apenas 150 años. Cabe esperar que surjan dificultades. Algunas de ellas reflejarán en parte las
que afrontaron otros antes que ellos.

En muchas ocasiones se introduce la continuidad de un modo meramente intuitivo, con los obstáculos que
hemos visto que puede provocar. No proponemos, en modo alguno, una aproximación puramente formal. Sin
embargo, sí puede ser interesante tratar de construir una aproximación más rigurosa (que no es sinónimo de for-
malista) a partir de las intuiciones iniciales. El paso de la intuición al rigor se produce al tratar de detallar y espe-
cificar significados de expresiones inicialmente vagas o ambiguas: «muy próximo», «suficientemente pequeño»,
«cantidad cualquiera», «todos los valores», etc. Evidentemente, esto nos debería llevar a reflexionar sobre qué
oportunidades hemos dado a los estudiantes para reflexionar sobre conceptos subyacentes como los de magnitud,
variable, función, límite y aproximación, etc. Sin una reflexión previa sobre estos y otros aspectos estaremos, como
otras tantas veces, construyendo castillos en el aire.
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